Théoreme de Weierstrass par la convolution

Référence Gourdon, Analyse p.284.

Théoréme : Toute fonction continue f : [a,b] — C est limite uniforme d’une suite
de polynomes.

Preuve :
Soit e > 0 et f € C2(R). On prend (x,), une approximation de I'unité.

Etape 1 : Montrons que IXn * f— flloo —n—+too 0

Comme f € C2(R), alors par le théoréme de Heine, f est uniformément continue
sur son support, et comme elle vaut 0 partout ailleurs alors elle est uniformément
continue sur R, de sorte que :

In>0,Vr,y €R, [z —y|<n=|f(z) - fly)| <e

Soit N € N, Vn > N, Xn(t)dt <e. On a, pour tout z € R :
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En passant au sup,cp, |[Xn * f — flloo < (2] f]looc +1)e = 0

Etape 2 : On définit une approximation de 1'unité.

1
Soit n € N et a, = / (1 —t*)™dt. On pose :
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pn:R—>C, t— an

si |t <1
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(Pn)n est une approximation de I'unité. On va montrer que f*p,, est un polynéme.

On pose I=supp(f) = [, 3].
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Si x et t sont dans I, alors |z — ¢| < 1. Ainsi, p,(x — t) = é(l —(z —t)*)™.
En développant, on obtient :

2n
pn(x—1) = Z ar(t)xF ot t — q(t) est un polynome
k=0
2n 1/2
On a alors : (f * pp)(x) = Z (/ qk(t)f(t))xk. Donc c’est un polynome.
k=0 /—1/2

Enfin, d’aprés ce que 'on a montré précédemment, on sait que f * p, converge
uniformément vers f. f est alors limite uniforme d’une suite de polynomes.

Etape 3 : Concluons

Soit [a,b] un segment de R et [c,d] un segment tel que [a,b] C [¢,d]. On prolonge f
sur [c,a] par une fonction affine qui vaut 0 en c et f(a) en a (de méme sur [b,d)),
et on prolonge sur R tout entier par 0. Ce prolongement est dans CJ(R). Par un
changement de variable affine, on peut se ramener a lintervalle [c,d] = [5, 1]. On
est dans le cas de I'étape 2, f est limite uniforme d’une suite de polynéme sur [c,d]
donc sur [a,b]. O

Recasage : 209, 201, 202, 228, 203



